XXXIX. 
Konstruktion von Quaternionkörpern. 


Der in dem Quaternionkörper & enthaltene biquadratische 
Körper sei H; man kann dann 
2=H(), E iA 
setzen, wo u eine ganze Zahl in H bedeutet. Jede Zahl in Q ist 
von der Form x + yo, wo x, y in H enthalten; soll das Quadrat 
(x + yo) —=(x? + uy’)+2xyo in H enthalten sein, so muß æy = 0 
sein, also x = 0, falls x+ yw nicht in H enthalten (also nicht 
y = 0) ist. 
Bezeichnet man die Quaterniongruppe Q des Körpers Q mit 1, 
0, B, 9, & Eœ, Eß, Ey, wo 
a 
N ia Se 
By =% ya—=h, «aß = y, 
yB = o = ea, ay = P— = £b, Ba = y~ = Ey, 
so liegt (o«)’ = u« in H, und da wg in Q, aber nicht in H ent- 
halten ist, so kann man 


væ = um 
und entsprechend 
ob = vo, 
0oy = wo 


setzen, wo u, v, w. Zahlen in H sind. Sodann ist 


0E = — oO, uE =p, 


also 
ve =w: = — o = ou (ug), 
oaß« = wey = — ow = vu (vea), 
wya =v0ßf = wv = wulwe), 
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und entsprechend ergibt sich 


ow = vv (uß), — ov = ow (uy), 
—øo = øv (v$), ou = ow (vy), 
— ou = ov (wß), —øo = øw (wy), 
folglich 
ua = — ur, u era een, 
(1) va = —wu., . v = >r}, Ga ci t, 
wa vr, U = —- ur, oN 
ua = pu, ub = ur, uy = puw. 


Ist H insbesondere einklassig, so kann man u als eine durch 
kein Primzahlquadrat in H teilbare ganze Zahl in H annehmen. 
Dann sind auch ug, uß, uy durch kein Primzahlquadrat teilbar, 
und somit müssen u, v, w Einheiten sein. Ist daher x eine in u 
aufgehende Primzahl in H, so müssen auch za, xß, xy in u auf- 
gehen; bedeutet p die durch x teilbare natürliche Primzahl, so 
muß daher, wenn p durch kein Primzahlquadrat in H teilbar ist, 
also p nicht in der Grundzahl von H aufgeht, die Zahl u durch 
das Produkt p aller verschiedenen in p aufgehenden Primzahlen x 
teilbar sein. Die Zahl u ist also das Produkt aus einer natürlichen 
Zahl m, einer Einheit und möglicherweise noch einer oder mehreren 
voneinander verschiedenen in der Grundzahl aufgehenden Primzahlen 
in H; dabei ist m ein Produkt von lauter voneinander und von den 
Primteilern der Grundzahl verschiedenen natürlichen Primzahlen. 

Beispielsweise sei H der einklassige Körper R (V2, V3, V6), 
wo R den Körper der rationalen Zahlen bedeutet; u sei wiederum 
eine durch kein Primzahlquadrat in H teilbare ganze Zahl in H. 
Die Grundzahl (48°) von H setzt sich aus den Primfaktoren 2 und 
3 zusammen. Dabei ist 3 das Quadrat der Primzahl Y3 in H, und 
2 ist bis auf eine Einheit als Faktor die vierte Potenz der Primzahl 

re hu 
y2 y2 
in H. Die Fundamentaleinheiten in H sind ferner 


a= 14+ V3, „- HE -m= V2 + v3, 
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Also kann man setzen 
u = + mat yer (1 + n) (V3)%, 
wo m eine durch kein Primzahlquadrat teilbare natürliche Zahl und 
relative Primzahl zu 6 ist und jede der Zahlen e,, &,, €s, €, e, gleich 
0 oder 1 ist. 
Man kann jetzt setzen 


(V2, V3, V5, o) a=( V2, — V3, — Vö, uw), 
(V2, V3, V6, œ) 8 =(— V2, V3.—V6, vo), me =— o, pë = p. 
(V2, V3, V6, œ) y = (— V2, — V3, V6,wo), 


Dann ist 
a S aß = — at, @y = —a’ı, 
ya = =n, B=-n nS m 
a a a A T a i a y k A 


(1+ n)a= — ln, (1 +n b= 1 — n, (1 +n)y =n + n), 
also, da man leicht 
1—n Bra 
bestätigt, Kon 
(1 +n)a = (1 +n) m, +n =A Hn), 
; (1 +n)y = (1 + n)’, 
endlich ji ci R PR 
(V3)a = — Y3, (V3) = V3, (V3)y = — Y3. 
Also ist 
pa = Ema (— Na all + q) qe me (— V3)” 
= tma (— 1)°2 + ea + es i r W: (1 + n)“ (v3)*, 


dan — (— 1)e2+ es tesy 2er— es g—2es— e — q? 
’ 

u 

also 


q! 


e, = 0, e +e, +e = 0 (mod. 2), u = (£) 217, 
u = + mat qe res (Y3)®. 

Hieraus ergibt sich weiter 

uB= +m (— a) (— n) 77% (V3)", 


up =- (— lja tez ae 1a ?e — v, 
u 


e +e = 0(mod.2, e =, v=(Harars, 
u = mati q'i te (Y3)% 


also 
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und mit Rücksicht auf das Obige auch 
sr“ 
e, + 6 + e, = 0 (mod. 2). 
Unter Benutzung von (1) erhält man weiter 
ua = Hal Inter 
= =u! = — (+) yê! zes, 
also 
(— Jatse—= — 1, e +e, = 1 (mod. 2); 

also ist 

e ==; 

ms tma neı ces y3 
und entweder e, = 0, €, = L oder e = L e, = 0. In ähnlicher 
Weise ergibt sich 


vB = (Hat) rè = (E)" (- 1) afi rè 


= — v! = — (+)" ası T°, 
also ; 
ae 9 „5 N A E Di Beuel AE Hy 
(2) u = +man Y3. 


Mein erstes Beispiel (1886) war 


u = (1 + V2) (V2 + V3) V2 V3 = ar Y2 V3. 
Diese Zahl hat nicht die Gestalt (2); das erklärt sich daraus, daß 
u oben als durch kein Primzahlquadrat teilbar vorausgesetzt wurde. 
In der Tat unterscheidet sich u von der unter (2) fallenden Zahl 
anY3 nur durch den Faktor 


ey? _ 2(V2 +93) 
2); vn: 


der das Quadrat der Zahl 1 — : ma in H ist. 

Ist umgekehrt u von der Gestalt (2), wo m eine beliebige durch 
kein Primzahlquadrat teilbare und zu 6 teilerfremde natürliche Zahl 
ist, und ist œ — u, so erzeugt œ über dem Körper H einen Qua- 
ternionkörper. Das erkennt man folgendermaßen: 
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Man bezeichne mit «, f, y drei Permutationen des Körpers & 
— H (œ), welche die auf den biquadratischen Körper R (V2, V3) 
bezüglichen Eigenschaften 


(V2, V3, V6) æ = (Y2, - V3, - V6), 
(3) (V2, V3, V6) 8 = (V2, Y3, -YV6), 
(V2, V3, V6) y = (- V2, - V3, V6) 


besitzen [solcher Permutationen «, ß, y gibt es je eine oder je zwei, 
je nachdem der noch unbekannte Grad von 2 gleich 4 oder 8 ist, 
da zu jeder Permutation des biquadratischen Körpers R(Y2, V3) 
genau eine bzw. zwei Permutationen von & als Multipla gehören]; 
die identische Permutation von 2 sei 1. Nun ist 


ee, 


18 = +m(1— V3) er y = aN, 


RES. TET LE EHER T AN . (1 Y3\° 
ay = tml MID), 


mithin 
og = ae i 
y2 
(4) op = o (1 — V2). ex (e = e = e = 1). 
oy = ø (1 — V2) hr us 
y2 
Hieraus folgt weiter 
ou = ü tr i E78, =—o, 
Y2 y2 


(5) oft = o (1 — V2) e- (1 +V2) e = — o, 
or DIE ea, 


also 
(6) (Y2,V3,0)«* = (V2, V3,0) B° = (V2,V3,0)7* = (VZ, V3,- o). 
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Man kann also setzen 
M S pE p e 

Aus (5) oder (6) geht hervor, daß œw nicht in R (V2, V3) ent- 
halten ist, weil sonst zufolge (V2, V3) «°? — (V2, V3) auch wa? gleich 
œ sein müßte; mithin ist R (V2, V3,w) vom Grade 8, und da der- 
selbe durch fünf verschiedene Permutationen 1, «, ß, y, & in sich selbst 
übergeht, so muß dasselbe auch für seine übrigen drei Permutationen 
gelten; mithin ist er ein Normalkörper. Aus (5) und (4) folgt 


weiter j 
Be le 1-73 
oe = —uu = v2 &; 
op =—op= -ol —-VDa 
op =—oy = -ol -VD e; 


vergleicht man mit (4) und bedenkt, daß «°, ß°, y? auf den 
Körper R(Y2,Y3) genau so wirken wie «, ß,y in (3), so dürfen 


wir offenbar e, = e, = e, = — 1 annehmen, wodurch 
@0 ei, op = -a(1-}?), oay = --e- WIE, 
3 1-3 


w © ya’ oaß= ow(1-V2), 0y? = ee 
wird. Zufolge (7) ist ferner 

„zmadsien; PEiBZEBiE, P=zey=ys=9, 
(V2, 3,0), = (V2, V3,0) cæ = (V2, V3,-0)a=( Y2,-Y3,-oo), 
(V2, V3,0) 6, = (V2,V3,0)e8 = (V2, V3,-0)ß =(-V2, V3,-oß). 
(V2, V3, @)y, = (V2, V3,0)er = (V2, V3,- @)y = (-Y2,-V3,-07), 
und da à 
(V2, V3, œ) = (V2, V3, — œ) e = (V2, V3, %), 
TETETETETET ET 


a= p E y He; 
wi = a, Bi = B, yi = y 


so ist 
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Ferner ist 


oßy = [— o (1 — V2)] y = o (1 — V2) Ie. CFID 


= = ou (V367 = (- Er 
= (VE) 


oya = ii Fh = Ø mae 


ye if nå V2, V3) = (V2, V3) 6; 
ouh = (-o - ar = ø(1 — V2). LE = op, 

(v2. V8)a B = (Y2, — V3) 8 = (— V2, — V3) = (V2, V3) y. 
Daraus ergeben sich die drei ersten der sechs folgenden Gleichungen: 
By =«, ya =ß, aß=y, 
y= an ay = bn æ= yy 
aus denen die übrigen und das Schema der Komposition folgen. 


Notwendige und hinreichende Bedingung bei allgemeinem 
biquadratischem Unterkörper. 


Über dem Körper H — R (Va, Vb), wo a und b relative Prim- 
zahlen, voneinander und von 1 verschieden und durch kein Primzahl- 
quadrat teilbar sind, sei ein Quaternionkörper Q — H (w) errichtet. 
Sind «œ, ß, y, & Permutationen dieses Körpers mit den Eigenschaften 

“el, 


By = v, ya = ß, «aß = y, 
so liegen die Zahlen 
vo (va) =u, (wf) =v, wal(ay) = w 
in H*), und es ist 


DE = — 0, 
o(va) = u = — un (wßp)(@y) = uß = —uy; 
v(wf) = v = vp, (0p) (0a) = 97: = —v a; 
o(0y) =w = —wy, (va) (op) = wa = — wß. 


*) [Vgl. den Anfang.] 
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Bezeichnet man w (w «)(œ ß)(@y) mit h, so ist 
o (o «) (œ b) (@ y) = u (u B) = v (vy) = w(wa) = h, 


PAAA, A 
v =. 
h 


Man kann annehmen, es sei 


(Va, Vd, Va Vb)a =( Va, — Yb, — Va Vb), 
(Ya vo Vavo) p = (Va, Vo, — Yayb), 
(Va, Vb, Va Vb)y = (— Va, — Vb, Yayb). 
Man setze nun 
u=g+zYa+yVYb+zYaYb 
mit rationalen q, x, y, z. Dann ist 
ua = gq + æ Va — y Vb— z Va Yb, 
und wegen u = — ua muß 
u = (y +z Va) Vb, uß = (y—zYa)Yb 
sein. In entsprechender Weise ergibt sich 
v= (y, +z, Vb) Ya, hal dee — (y, — z, Vb) Ya, 
w = Ya Va + Za Vb, wa = Ya Va — z, Vb 
mit rationalen %,, Z} Ya 2,, also 
hab — at?) = al} bz) = ayi — ba 
Man kann voraussetzen, daß y, 2, Y} 2, Yə 2% ganze rationale 
Zahlen sind, da man sonst œ nur mit einer passenden natürlichen 
Zahl zu multiplizieren braucht. Wegen der über a und b getroffenen 
Voraussetzungen kann man also setzen 
yzır yabs, y„=bu .=0p 
mit ganzen rationalen r, s, t, p. Es folgt 
= =ır - = amb =bRr —ap*) 


N 


*) [Die Bedingang ist auch hinreichend; vgl. die Erläuterung.] 
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Erläuterungen zur vorstehenden Abhandlung. 


Die Arbeit findet sich im Nachlaß in nicht ganz druckfertiger Gestalt. In 
der wohl ziemlich gleichzeitigen Arbeit „Über Gruppen, deren sämtliche Teiler 
Normalteiler sind“ (XXVII) ist das Hauptergebnis vorweggenommen, da der 
dortige Ausdruck 

w2 — r(2-+ Y2)(3 + V6) (r + 0 beliebig rational) 
sich nur durch einen in R(V2, v3) quadratischen Faktor von der Normalform (2) 
unterscheidet. (Vgl. die Rechnung auf S. 379. Durch einen solchen Faktor unter- 
scheidet sich auch das obige r von dem dortigen m.) 

Das Ergebnis, daß jeder Quaternionkörper über R (V2, V3) durch die 
Quadratwurzel eines Ausdrucks (2) erzeugt wird, scheint erst aus späterer Zeit zu 
stammen. Aber daß die Quadratwurzeln aus den Zahlen (2) Beispiele von Quaternion- 
körpern ergeben, findet sich schon auf einem von Dedekind mit dem Datum des 
15. Februar 1886 versehenen Blatt bewiesen *) (vgl. XXVII, S. 91). Jene Tatsache 
ergibt sich als Sonderfall einer von Dedekind am vorhergehenden Tage gefundenen, 
zunächst als notwendig erkannten Bedingung, die sich auf die Unterkörper vierten 
Grades beliebiger Quaternionkörper bezieht und in einigen diophantischen Glei- 
chungen besteht. Diese Bemerkungen tragen das Datum des 14. Februar 1886 und 
sind hier am Schluß unter Hinzufügung überleitender Worte wiedergegeben. Die 
diophantischen Gleichungen sind übrigens auch hinreichend; das ergibt sich unschwer, 
indem man in den Bezeichnungen von S. 383 


N 
Si | 
setzt und die Isomorphismen des durch œ erzeugten Oberkörpers untersucht. 
Die in der Erläuterung zu XXVII erwähnte Arbeit von Mertens über den- 
selben Gegenstand geht von der Gleichung und nicht vom Körper aus und be- 
schränkt sich auf die Aufstellung einer notwendigen Bedingung. 


W. Weber. 


*) Die dortige Herleitung ist fast wörtlich, nur mit den erforderlichen Verall- 
gemeinerungen, in diese Arbeit aufgenommen worden, da der betreffende Teil im 
späteren Manuskript nur angedeutet war. 
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